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Resume : Dans cet article, nous penalisons une araignee brownienne (A t )t>o 
sur un ensemble fini E de demi-droites, avec un poids egal a Z exp(aN t X t +jL t ), 
ou t est un nombre positif, (ak)keE une famille de reels indexee par E, 7 un 
parametre reel, X t la distance de A t a l'origine, N t 6 E la demi-droite associee 
a At, L t le temps local de (A s )o< s <t a l'origine, et Z une constante de normal- 
isation. Nous montrons que la famille des mesures de probabilite obtenue par 
ces penalisations converge vers une mesure limite quand t tend vers l'infini, et 
nous etudions le comportement de cette mesure limite. 

Abstract : In this paper, we penalize a Walsh's Brownian motion (A t )t>o 
on a finite set E of rays, with a weight equal to Z exp(aN t X t + 7-^t), where t 
is a positive number, (ak)keE a family of real numbers indexed by E, 7 a real 
parameter, X t the distance from A t to the origin, Nt S E the ray associated to 
At, L t the local time of (A s )o< s <t at the origin, and Z a constant of normal- 
ization. We show that the family of the probability measures obtained by these 
penalizations converges to a limit measure as t tends to infinity, and we study 
the behaviour of this limit measure. 

Mots-cle : penalisation, temps local, araignee brownienne. 
Key words : penalization, local time, Walsh's Brownian motion, 
classifications AMS : 60B10, 60J65 (60G17, 60G44, 60J25, 60J55). 

1 Presentation du probleme et des resultats prin- 
cipaux obtenus 

Recemment, de nombreuses etudes de penalisations du mouvement brownien 
ont ete effectuees, en particulier par B. Roynette, P. Vallois et M. Yor (voir [6], 
[7], [8])- 

Dans [8], les penalisations etudiees sont fonctions de la valeur X t atteinte par 
un mouvement brownien en un temps t, et du supremum St de ce mouve- 
ment brownien jusqu'au temps t. Plus precisement, on considere une famille 
de mesures de probablite (W^)t>o sur C(R+,R) verifiant, pour tout T t ap- 
partenant a la tribu Tt engendree par (X s ) sS [ (t i ((X t ) t >o etant le processus 
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canonique de C(R+, R)) 



wW(r t ) 



W[l r J(X u S t )} 
W[f(X u S t )} 



ou St est le maximum de X s pour s£ [0,£], W la mesure de Wiener, et / une 
fonction de R 2 dans R+. 

B. Roynette, P. Vallois et M. Yor montrent alors que pour certains choix de la 
fonction /, il existe une mesure de probabilite W^ 00 ) sur C(R+,R) telle que 
pour tout s > et tout T s <G T s : 



Un des cas ou cette convergence a lieu est celui ou f(a,y) = cxp(Ay + fia) avec 
A, fj, e R. 

Par un changement de mouvement brownien, les resultats de [8] peuvent alors 
etre adaptes au cas ou S t est remplace par L t (temps local en de (X u ) u < t ), 
et ou X t est remplace par L t — \X t \ ; en effet, d'apres le theoreme d'equivalence 
de Levy : (St ~ X t ,S t ) t >o a meme loi que (\X t \, L t ) t >a- 

Dans ces conditions, les poids exponentiels etudies dans [8] prennent la forme : 
Z exp(a\X t \+jL t ) ou a et 7 sont des parametres reels et ou Z est une constante 
de normalisation. 

Le but de notre article est de generaliser l'etude de ces penalisations expo- 
nentielles a toutes les araignees browniennes dont les trajectoires se situent sur 
un nombre fini de demi-droites concourantes (voir [1] et [9] pour une description 
de ces processus). 

Soit (E,fi) un espace de probabilite fini; on suppose n({m\) > pour tout 
me E. 

On considere, sur l'espace Re = {(0, 0)} U (R^_ x E), la distance d definie par : 



Cette distance permet de considerer Ce, espace des fonctions continues de R + 
dans Re, et de munir cet espace de la tribu Tg de la convergence uniforme. 

(A t — (X t ,N t ))t>o designe alors le processus canonique (a valeurs dans R#) 
associe a l'espace (Ce,Te) et on note, pour tout t <G R+, T t la sous-tribu de 
Te engendree par (A s )o< s <t, A s etant done une application de (Ce,T~e) dans 
(R_e, d) (muni de sa tribu borelienne). 

Pour (x,k) G He, on peut alors considerer, sur Ce, la mesure de probabil- 
ite ~W(E,n, x ,k), sous laquelle (A t )t>o est une araignee brownienne a trajectoires 
dans Re, issue de (x, k), et telle que pour tous s, t, s < t, la loi de N t sachant 
X s = est /i. 

Rappelons (voir [1]) que cette araignee brownienne est un processus de Feller 



w«(r s ) 




w(°°)(r s ) 



d((x, k), (y, I)) = \x- y\l k =i + (x + y)l k ^ 
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qu'il est possible de caracteriser par son semi-groupe (Pt)t>o ; pour toute fonc- 
tion / borelienne bornee : 



p,/(«, k) = 2Y, *- fim(* + ,)/(,,») + /*(„(, - v) - „(, + ,))/(,, ») 

avec /u m = M{ m l) et p t (a) = -jL=e~ a2/2t . 

Sous W( B;M;0 ,o) > l e processus (X t )t>o est un mouvement brownien reflechi (comme 
on le voit directement avec le semi-groupe). 

Soit X l'ensemble des intervalles d'excursion de {X t )t>o, N t est alors constant 
sur chaque intervalle I G I : on peut done poser N t = iVj pour t £ I. On montre 
alors que conditionnellement a (X t )t>o, les (iVj)/ez sont des variables aleatoires 
independantes et de loi /U. 

A present, nous allons effectuer un changement de probabilite par rapport a 
l'araignee brownienne, de la maniere suivante : pour a = (aiji^E une famille de 
reels indexee par E, 7 £ R et t £ R + , on pose 

w (t,a, 7 ) _ cxp( Q;A r t X t + 7£ t ) 

ou Lt est le temps local de (X t )t>o ■ 



1 f* 
lim inf — / 



L t = lim inf— / l Xa < f ds 



(en fait, la limite inferieure ci-dessus est presque surement une limite). Dans ces 
conditions, nous allons prouver les deux theoremes suivants : 

Theoreme 1 : II existe une mesure de probabilite w|^'^' 7 ^ telle que pour 
tout s £ R+ et tout r s £ T s : 

w (t,a, 7 )/ r \ w (cx>,a, 7 ) ( -p \ 

De plus, pour tout s £ R + , la restriction de '^' 7 ' ) a T s est equivalente a la 
loi de l'araignee brownienne sur [0, s] associee a (E, fi) (nous en preciserons la 
densite dans la suite de cet article). 

Remarque : On voit clairement que si le theoreme 1 est vrai, la famille des 
densites de wj^'^' 7 '' par rapport a W(e iJU ,o,o) 1 conditionnellement a (J r s ) s >o, 
est une (J r s ) s >o-martingale sous la probabilite W^ ^ ^.o)- 

Theoreme 2 : Le processus canonique (A t )t>o sous la mesure w|^'^' 7 ' ) peut 
etre decrit de la maniere suivante : 



- Si 7 > a m pour tout m et 7 > 0, (X s ) s >o est la valeur absolue d'un pro- 
cessus bang-bang de parametre 7, ou encore : X t — St ~ Y t , ou (Y t )t>o est un 
mouvement brownien avec drift 7 et St son supremum sur [0,t] ; et (N s ) s >q est 
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construit a partir de (X s ) s >o de la meme maniere que pour l'araignee browni- 
enne : chaque excursion est sur la branche m avec probability [i m , independam- 
ment des autres excursions (voir egalement [3]). 

- Si a = max(a) > 7 et a > 0, (X s ) s > est un processus dont la loi a une 
densite egale a £ ^ I exp(7L 00 ) par rapport a la loi de la valeur absolue d'un 
mouvement brownien avec drift a (dont est le temps local sur R+), et 
(7V s ) s >o est obtenu en effectuant la meme demarche que pour l'araignee ini- 
tiale, puis en conditionnant le resultat par le fait que la derniere excursion de 
(X s , iV s ) s > se situe sur une branche m verifiant a m — a. 

- Si 7 = et a m < pour tout m, (X s , N s ) s >q est une araignee brownienne 
associee a (E, /i). 

- Si 7 < et a m < pour tout m, on considere (Y s , R s ) s >q une araignee brown- 
ienne, e une variable exponentielle de parametre 7 independante de (Y s , R s ) s >q, 
r e l'inverse du temps local de (Y s ) s >o en e, (Z s ) s >q un processus de Bessel de 
dimension 3 issu de et independant des variables precedentes, et M une vari- 
able aleatoire (egalement independante des precedentes) definie sur E. 

Si la loi de M est bien choisie (voir la section 4 pour plus de details sur cette loi) , 
le processus (X s , N s ) s > a meme loi que (X s , N s ) s > , avec (X S ,N S ) — (Y S ,R S ) 
pour s < r e , et (X s , N s ) = (Z s - Te ,M) pour s > r e . 

Dans la suite de cet article, nous allons tout d'abord evaluer l'expression : 
W(b . M .K.fe) [exp(ajv t ^t + jL t )], puis nous utiliserons cette evaluation pour de- 
montrer les deux theoremes annonces. 

2 Etude de l'expression W( E ^ Xyk ) [exp(a Nt X t +<yL t )} 

Afin de prouver l'existence de W^^' 7 \ nous allons commencer par chercher 
une expression qui majore ~W(E.^.x.k) [exp(o!Ar t X t + jL t )) tout en etant equiva- 
lente a cette quantite quand t tend vers l'infini. 

Pour cela, nous allons tout d'abord effectuer une etude de deux quantites, 
/(/?, 7, x, t) et J(P,x,t) (/3,7 <G R, x,t S R+), definies de la maniere suivante : 

1(13, 7, x, t) = E x [exp(/3|y t | + iL t )l T < t ] 

J(0,x,t) =E x [exp(/3y t )l T>t ] 

ou (Y t )t>o est un mouvement brownien issu de x, L t est le temps local en zero 
de {Y s ) < s < t , et T — inf{s > 0, Y s = 0}. 

Comme on le voit dans les expressions definissant / et J, Petude de ces quantites 
ne fait intervenir que des proprietes du mouvement brownien. 

Etude de J(/3, x, t) : Le principe de reflexion implique : 

J(fl,x,t) = E x [e f3Y n T>t ] = E x [e f3Y n Yt>0 ] - E x [e^l Yt>0 .T<t} 
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= E x [e pYt l Yt>0 }-^ x [ e -f )Y n Yt<Q } 

= 1 / ( e -((x-y) 2 /2t)+/3y _ e -((x+y) 2 /2t)+Py )d 

Supposons (3 < : On a la majoration immediate : 

e -(x-yf/2t _ e -(x+yf/2t < (g + ^ _ (g ~ ^ = 2gy 

On en deduit : 

J{^t)<^x^ye^dy = ^f 2 

Par ailleurs, on a les encadrements suivants : 

_ (x - y f {x - y f/2t < i _ (*-2/) 2 , (g - ?/) 4 

_ (x + ? y) 2 (x+J/)V2t _ (x + y) 2 (^ + ?/) 4 
2i " " 2t 8i 2 

La difference entre J{(3, ir, i) et son majorant donne precedemment est done 
bornee par : 

oil C(x) ne depend que de x. 
On en deduit que : 

L(j3,x,t) 



2 a; 



est a la fois un majorant et un equivalent de J(/3, x, t) quand t —* oo (x etant 
fixe). 

Supposons (3 = 0: On obtient ici 

J(J3,x,t) = -±= I* e-v 2 / 2t dy 

V 27TJ J-j; 

expression admettant comme majorant et comme equivalent : 

Supposons (3 > : On a Pegalite suivante : 
i r°° 

1 / ( e -((x-yf/2t)+f3y _ e -((x+y) 2 /2t)+f3y^ dy 

dze-( z2 / 2t )+^(e^ - e-f* x ) = 2 sinn^e" 32 / 2 



/27Tt 



Or : 

_L f ( e -((^) 2 /2t)+^_ e -((^) 2 /2t)+^ )d2/ ^_ J( _ /37a ,^ ) 
V27rf J-oo 

D'ou l'egalite : 

J(/3, i) = J(-/3, x, t) + 2 sinh(/3a;)e t/32/2 
On a done le majorant et equivalent suivant : 

L(/3, x,t) = 2 smh(Px)e^/ 2 + 

On peut alors regrouper tous les cas possibles grace a l'expression suivante : 

L(/3,x,t) = y^^l^ + ^a;l/3=o + 2sinh(/3a;)exp(t/3 2 /2)l^>o 
Etude de la loi de (\Y t \,L t ) 

Avant de proceder a revaluation de I((3, 7, x, t), nous allons etudier la loi jointe 
de (\Y t \,L t ), lorsque (Y t ) t >o est un mouvement brownien issu de x et (L t )t>o 
son temps local en zero. 

Plus precisement, nous allons prouver le lemme suivant : 

Lemme : Avec les hypotheses precedentes, on a les deux resultats suivants : 

- Pour z e R+, P[L t + \Y t \ e dz,L t > 0] = y^z(a; + z)exp dz. 

- Conditionnellement au fait que L t > 0, t = jj+jy t | est une variable uni- 
forme sur [0, 1], independante de L t + \Y t \. 

Preuve : Dans le calcul suivant, ~P y designe la loi d'un mouvement brown- 
ien issu de y, (Y t )t>o est le processus canonique de C(R+,R), L t son temps 
local, et T = m£{t > 0, Y t = 0}. 
On a, pour y e R + et I > : 

P x (\Y t \edy,L t edl)= J P x (Ted Sl )P (\Y t _ Sl \edy) 

si+s 2 <t 

P ( sup {u\Y u = 0} e d(t - s 2 ),L t - Sl e dl\\Y t - Sl \ = y) 

0<U<t-S! 

Par renversement du temps effectue sur le pont brownien : 

P x (\Y t \€dy,L t edl) 
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P x {Ted Sl )-Py{Teds 2 ,L t _ Sl e di,\Y t - ai \ e [0,dy]) 

si+s 2 <t 
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= J P x {TGd Sl )P y {TGds2)P {\Y t _ Sl _ S2 \G[0,dy},L t _ Sl _ S2 edl) 



s±+s 2 <t 



2dy 



Bl+S 2 <t 



y/2ir(t - si - s 2 ) 



P X (T e d Sl )P v (T G d S2 )P (L 4 - Sl - S2 G <fl|y t - ai -. a = 0) 



Or la loi du temps local d'un pont brownien sur [0, t — si — s 2 ] est connue : 

c'est la loi de la racine carree d'une variable exponentielle dont le parametre est 

1 

2(i-si-s 2 ) • 

On en deduit : 



P x (\Y t \€dy,L t €dl) 



Sl+S2<t 



2l e -l 2 /2(t~ Sl -s 2 ) 

dydl P X (T G dsi)P w (T G ds 2 ) 

v /27r(t- si - s 2 ) d 



Sl+S2<* 



Pi(Te d(t- Sl -s 2 )) 



2dydl 



d(t — si — s 2 ) 
J ds 1 ds 2 D x (s 1 )D y (s 2 )D l (t - s 1 - s 2 ) 



Sl+S 2 <t 

2dydlD x * By * Di{t) = 2D x+y+l {t)dydl 



— (Z + z + y)exp 



(l + x + yf 
2t 



dydl 



D a {u) designant la densite de T en u sous P a . 
Ces egalites impliquent le lemme annonce. 

Remarquons que ce lemme est fortement lie au theoreme de Pitman (voir egale- 
ment [5]). 

Etude de I(/3,-f,x,t) 

Le lemme precedent permet d'ecrire la formule suivante : 

-{x + zf 



I(j3,%x,t) =E 



— ^ z(x + z)exp 



2t 



+ $z ] dz 



ou $ est une variable uniforme sur [(3, 7]. 
Distinguons a present plusieurs cas. 

Supposons (3, 7 < : Dans ce cas, le theoreme de convergence monotone 
prouve que E[/ °° z(x + z)e-^ x+z ^^ +i6z dz] croit vers E[/ °° z(x + z)e* z dz] 
quand t tend vers l'infini. 

Or pour <f> G R* , / °° z(x + z)e* z dz = f + fa. 
On en deduit que si [3 ^ 7 : 



E 



z(x + z)e® z dz 



1- Si J S3 \§ 



x 2 
~ + UI3 



7 



7-/? 



x 1 



7 = x_ , III + M 
^ 07 /? 2 7 2 



et que cette derniere egalite se prolonge en fait au cas ou (3 = 7. 

On en deduit que 7(/3, 7, x, t) admet comme majorant et comme equivalent : 



Trt 3 V/?7 /3 2 7 2 
Supposons /3 = 0, 7 < : On a, pour tout z ; 

1 - e^ z 



E[e 



= l7l L 



e« z d4> = 

\y\z 



(<I> etant une variable uniforme sur [7,0]). 
D'ou : 



1 / 9 /■ 00 

'R^r (x+z)e_(( " z)2/2t)+7z " z 

On a f£°(x + z)e 7Z < 00, done le deuxieme terme de l'expression ci-dessus, 
negatif, est domine par i~ 3 / 2 quand t tend vers l'infini. 



Par ailleurs, 



/ (x + z) 
Jo 



e -( X +zf/2t dz = _ te -( X +zf/2t 



= te~ x / 2t 



admet t comme majorant et comme equivalent quand t tend vers l'infini. 

Ces deux proprietes permettent d'en deduire que J(/3, 7, x, t) admet comme ma- 
jorant et equivalent : 

h\ V TTt 

Supposons 7 = 0, (3 < : On a evidemment par symetrie : 



K(0,i,x,t) = — \ — 



Supposons P = 7 = : On a : 



7, x, t) = \f^£ z(x + z)e-^ 2 / 2t dz 



-tze-^ 2 / 2t 



-(x+zf/2t dz = 2 p (AA > 



ou Af est une variable gaussienne centree reduite. 
On peut done prendre : 

K(J3,i,x,t) = l 
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Supposons (3 > et (3 > 7 : On a 



e l3z _ e ~(z 



E[e*1 = f e**dcj> = 

P - 7 J~f (0- l)z 



(<I> uniforme sur [7,/?]). 
On en deduit : 

7(/3,7, x,t) 



(3 - 7 V 7Tt 3 Jo 



Pour tout (A > : 



I / e -((x+*)V2t)+** dz 

/'OO 1 

e -(( x -,)V2t)-^^ < / e -0 2rfz = 1 



-te 



-((x+ Z ) 2 /2t)+^ 



Done la quantite ci-dessus admet + 2(j)e'~^ x+t ^ I 2 comme majorant et 

comme equivalent. 

On peut en particulier en deduire que le second terme de I{(3, 7, x, t), negatif, 
est negligeable devant le premier quand t tend vers l'infini (quel que soit le signe 
de 7). 



Tout ceci permet de prendre : 



K{/3,j,x,t) 



1 



— + -7T— exp(-/3z + t(3 2 /2) 



(3 — -f \ nt /3 — 7 

Supposons 7 > et 7 > (3 : La symetrie permet d'obtenir immediatement : 



K(p,~f,x,t) 



1 



7 — f3\nt 7 — /3 
Supposons 7 = (3 > : On a ici : 



2 27 

— + '— exp(-7a; + i 7 2 /2) 



I 7, rca 

I(f3,J,x,t) = J ^ + ^K ((a;+z)2/2t)+7Z ^ 

/•OO 

/ (z(x + z)-7te-t)e-« a; + Z ) 2 / 2t )+T Z dz= _ tee -((^) 2 /2t)+7* 

Jo L 



= 
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On en deduit : 



1(13,1, x,t) 



Par ailleurs, on a : 

Tit J V TTt 

quantite equivalente et inferieure a 2e~ lx+t ~' I 2 . 



f 

Jo 



((x-z) 2 /2t)-~fz dz 



La quantite — jxy ^ J °° e ^ x+z ^ l 2t } + ~t z dz est done negative et equivalente a 

-2ixe-"< x+t ~< 2 l 2 . 



De plus, d'apres un calcul precedemment effectue, 7y ^ J °°(x+z)e / 2t )+T z dz 

est equivalent et inferieur a + 2t7 2 e~ 7a:+t72 / 2 (voir l'etude du cas /3 > 

et (3 > 7). 

En additionnant les trois termes evalues ci-dessus, on obtient : 

!~2t 



K(/3, 7, x, t) = 7\/ - + 2(*7 2 + 1) cxp(- 7a; + trf /2) 



On a done le tableau suivant : 



Conditions sur (3 et 7 


K(f3,i,x,t) 


Equivalent le plus 
simple quand t — > 00 


/?, 7<0 


1 2 ( x , \l3\ + \l\\ 
V ^ I 07 + 0"7 2 J 


/ 2 / x , 101 + blA 
V ^t 7 I 07 2 7 2 J 


/3 = 0, 7<0 


1 /T 


1 /7 

TtTV 7rt 


7 = 0, /3<0 


1 /T 


1 IT 

I0TV ^ 


/3 = 7 = 


1 


1 


/3>0,/3> 7 


1 /~2~ , 2/3 -/3n;+t/3 2 /2 
0-7 V Tt 0-7 


20 -0x+t0 2 /2 
0-7 e 


7 > 0, 7 > P 


_J_, /I4. _27_ p - 72; +t7 2 /2 
7-0 V 7rt ' 7-0 


27 r --yx+t-y 2 /2 
7-0 K 


1 = 13 > 


7v /f + 2(t7 2 + l)e-^+* 72 / 2 


2 ^2 e -7^+t7 2 /2 



A present, nous avons obtenu des majorants et des equivalents pour les quantites 
I et J et nous sommes en mesure d'evaluer l'expression W(# M x k ) [exp(otN t X t + 
iLt)]- 



En effet, on a 



avec 



W ( E !fl . x . k) [exp(a Nt X t + jL t )} = A 1 + A 2 
M = W( tEtlltXtk - ) [exp(a Nt X t + jL t )l T <t] 
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M = W (EijUiXife) [exp(ajv t X t +^L t )l T>t ] 

oh T — mi{s > 0,X S = 0}. D'apres la propriete de Markov de l'araignee, 
conditionnellement au fait que (X s ) s >q s'annule avant t, N t est une variable de 
loi //, independante de (X tl L t ). D'ou : 

Par ailleurs, si (X s ) s >q ne s'annule pas avant t, il est evident que L t = et 
N t = k. 

On a done A 2 = J(ak,x,t), et on en deduit : 

W ( B,^,x,fc) [e a ^ Xt+ T Lt ] = ^ fi m I{a m ,l, x, t) + J(a k ,x, t) 

Cette egalite permet de prouver la proposition suivante : 
Proposition : La quantite 

Q(E lfi ) i a , 7, x, k,t) = ^2 ^ m K(a m , 7, x, t) + L(a k , x, t) 

oh K(a m ,j,x,t) et L(ak,x,t) ont ete definis precedemment dans cette section, 
verifie les proprietes suivantes : 

^(E^,x,k)[exp(a Nt X t + jL t )} < Q {E ^ } (a,j,x,k,t) 

^V(E^,x,k)[exp(a Nt X t +jL t )] Q(E,»)(a, 7, x, k, t) 

3 Preuve de l'existence de la mesure W^'" 7 ^ 

On observe, tout d'abord, que quels que soient j3 et 7, il existe C(/3, 7) tel 
que pour tous x, t : 

K{0, 7, x, t) < C(/3, 7 )(1 + x)K{fi, 7, 0, t) 
(en fait, K(j3,i,x,t) < K(/3,j,0,t) des que snp(/3,j) > 0). 
On en deduit l'existence de C(e 7), tel que pour tous t, x : 

^2(j, m K(a m ,~/,x,t) < C (E , Al) (a,7)(l + x)^2 fj, m K(a m ,j,0,t) 

meE m£E 

= C( B ,rt(a,7)(l +ar)Q(E )At )(a,7.0,(M) 
A present, fixons /3 et 7 dans R, et supposons t > 1. 

Si /? < et 7 < 0, L(/?,a:,t) = et W7,0,t) = V^^^' ce ^ 

implique : 
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Si (3 < et 7 = 0, A-(/?,7,0,t) - ^£ > py^, et done : 



L(j3,x,t)< pAX0,7,O,t) 

Si /3 < et 7 > 0, AX0,7,O,t) > - d '°* 

I(/W) <x(^^X(/3,7,0,t) 



Si /3 = et 7 < 0, L(/3,x,t) = J fx et K(/3,j,0,t) 



LC9,a;,t) = |7|a;A'(/9 ) 7,0,t) 
Si /3 = 7 = 0, K(/3,j,0,t) = 1 > ^ > ypL, et : 

L(j3,x,t) < xK(/3,j,0,t) 
Si/3 = 0et 7 >0, K(/3,j,0,t)>^yff t , d'ou: 

L(/W)<z( 7 -/3W,7,0,*) 



Si /3 > et 7 < /3, L(/3,x,t) = J^sfr + 2sinh(/3a;)e t/3 I 2 et #(/3,7,0,i) > 



2£_„*/3 2 /2 



/3-7 V /3-7 e 

On en deduit que : 



II f. .r. / ) < max ( S inh(/3a;)^^ ) K{fi, 7, 0, i) 



P 2 



r\ ~ sinh(/3:r} j, * 

Or x < tt— 1 , d ou : 



!(/?, x, t) < max ( ^— -, ^— - I sinh(/Ir)i:(/3, 7, 0, i) 



/?3 ' (3 

Si /3 > et 7 = /?, on a AT(/3, 7, 0, t) > /3y^fj + 2e t/32 /2. 
On obtient done : 



!(/?, x, t) < max ( — , sinh(/3a;) ) IT(/3, 7, 0, i) 



< max ^— , lj sinh(/3a;)A'(/? ) 7, 0, i) 
Si /3 > et 7 > A on a K(0,i,O,t) > ^ a \H + ^E^' 2 d'ou : 



7-/3 V irt 3 T 7-/3 
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< max 



f3 7-/3 



/?3 ' 7 



smh(/3x)K(0, 7, 0, t) 



Tout cela prouve que pour tous (3, 7, il existe £)(/3, 7) tel qu'on ait, pour tout 
f > 1 et tout x > : 

L(/3, t) < D(/3, 7) sinh((/3+ + l)ar)^(/3, 7, 0, t) 

Maintenant, posons 5(a) = max{a+,m € £?}, V(e.h) = rnin{/i m ,m e _E} 
( u (e n) > puisque /it m > pour tout m € E),et D(a, 7) = max{Z?(a m , 7), m G 
£}.' 

On obtient les inegalites : 

L(a k ,x, t) < D(a k , 7) smh((a+ + (a fe , 7, 0, t) 

< D(a, 7) sinh((J(a) + l)x) V -^K(a m , 7, 0, t) 

^(^) 

< sinh((5(a) + l)x)Q(£, M) (a, 7, 0, 0, t) 



On en deduit : 



/ D(a 7) \ 
Q(E,^)(a,7,x,k,t) < ■ hC( £ , (l) (a,7) exp[(<5(a) + l)x]g (BiAl) (a,7,0,0, 

inegalite valable des que t> 1, et que nous noterons : 

Q(E.^) (a, 7, x, k, t) < H {E>fl) (a, 7) exp(ip(a)x)Q {E ^ ) (a, 7, 0, 0, t) 

Cette inegalite nous permet de demontrer l'existence de la mesure cherchee. En 
effet, si s > et T s € T s , on a, pour tout t > s + 1 : 



t) 



w[^ ) [r s ] = w (B) ,, ,o) 

w (b,p,o,o) lr 



W (£ ^ 0;0) [e^+^] 

W (£ , M , , 0) [e a ^^+^*|J- a ] 
W (£iAt , ,o)[e Q "^*+^*] 



W 



(£>,0,0) 



lr 3 e 



= W 



(B,M,0,0) 



W (£iAli0 ,o)[e aN * Xt+7Lt ] 
Rj^^hXs^Ns^t - s) 



lr. exp( 7 L s ) 



fi(B,M)( a )7.0,0,t) 

ou R( E .^)(a,J,x,k,u) = W( E ^ x , k )[exp(a Nu X u +jL u )}. 

On salt que exp( 7 L s )^^^W^ est equivalent a exp ( 7 £ s ) gi ^g 7 g^^ 
quand i tend vers l'infini (L s , X s , N s etant fixes). 

Or Q(E )A ,)(a,7,a;,A;,u) = J] yu m if (a m , 7, x, u) + £(a fe , 2;, u) pour tous X, fc, 
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u, done d'apres les estimations precedentes de K et L, on a les equivalents suiv- 
ants : 



Conditions sur a, 7 


Equivalent de Q(£. A1 )(a, 7, fc, u) pour u — > 00 


7 > ot m pour tout 
m, 7 = a m ssi m e 
J, J sous-ensemble non 
vide de E, et 7 > 


VmGJ / 


7 > a m pour tout m G 
£ et 7 > 


[ \ ' tz lit p rT"* f / 

1 7 -a m J e 
\meE / 


a m = max(a) = a 
ssi m G J (J sous- 
ensemble non vide de 
E), a > 7 et a > 


ua 2 /2 1 2a / \ —ax i u/- \i 1 

e 7 ^— ^ E Mm J e + 2sinh(ax)l fce j j 


7 = 0, a TO = si m € 
J (sous-ensemble non 
vide de E 1 ) et a m < 
sinon 


E Mm 


7 = 0, a m < pour 
tout m e E 


V ™ VmeB |Qm| y 


a m — si m € J (sous- 
ensemble non vide de 
£7), a m < sinon, et 
7 < 




a m < pour tout m € 
£ et 7 < 


V 7T«3 ( E Mm a 2 7 2 + Z ( -7 + E aml ) ) 

v \meE m \ k meE / / 



On en deduit aisement que l'expression ^p(lL s ) R( - E ^ a 'J^'^'^ ^ converge, 
quand t tend vers l'infini (a L s , X s , N s fixes) vers M( E ^(a, 7, X,, iV s , L s ), 
donne par le tableau suivant : 
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Conditions sur ct, 7 


M/-F , ^fa f X? L„) 


7 > ot m pour tout m et 

/ ^ u 


e7 (i a -X»)-s 7 V2 


a m = max(a) = a ssi 
meJ(JcEetJ^ 

{h\ rii *\i c>+ Fit ^ 
WJ, C* 7 CI Ct ^> U 


eT L «- a2 /2 (e- a ^ + ^X-sinh(aX s )l^ eJ ) 


7 = 0, a m < pour 
tout m <E E 


1 


a m — si m € J ( J C 
£ et J ^ 0), a m < 
sinon, et 7 < 


1+ ^^e, 

\ mEJ / 


a m < pour tout m <G 
£ et 7 < 


/ -*-+ E ^ \ 



Par ailleurs, comme t — s > 1, on a les inegalites : 

R(E,^){a,7,X s ,N s ,t- s) < Q { E,»){a,l,X s ,N s ,t- s) 

< H [E ^ (a, 7 )e^ (Q) ^ (a, 7, 0, 0, t - s) 



et 



pour i assez grand (a a, 7, E, [i fixes), puisque R(e,h) ( a i 7i 0, 0, t) est equivalent 
a 7, 0, 0, t) quand t tend vers l'infini. 



De plus, pour t assez grand : 

Q(E^){a,l,0,0,t- s) 
Q(E,n)(tt,7,0,0,t) 



<2M {B>;t) (a,7,0,0,0)<2 



On en deduit que pour t superieur a une valeur ne dependant que de E, /1, a, 
7 et s, on a : 



^L s R (E^){a,l,X s , N s ,t - s) 
R(E^)(a,l,0,0,t) 



< 4ff(B, M ) (a, 7) exp(ip(a)X s + jL s 



Ce majorant etant integrable sous W( B ^ ,o)) on en deduit, par le theoreme de 
convergence dominee : 

W (^) } ( r «) ^ W (^,M,o,o) [lr. M (B ,„) (a, 7, X a , iV s , L a )] 
On a done prouve l'existence d'une mesure W|~'. a ,' 7) verifiant : 



des que T s S T s avec s > 0. 



(V ) -» W (oo ' Q ' 7) 



(r.) 
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De plus, il existe, sous ~W(e,h,o,o)i une martingale (Ms E '' tJ "' a ' 1 " > ) s >o, notee plus 
simplement (M s ) s >o, egale a M( E M )(a, 7, X s , N s , L s ) et verifiant (pour Y s e 

w[^' 7) (r s ) = w M0) [i r M E m) \ 

Ces dernieres proprietes correspondent exactement a l'enonce du theoreme 1, 
qui vient done d'etre demontre. 

4 Etude du processus associe a w|^^' 7 ^ 

L'etude du processus associe a '^' 7 ' ) se separe en plusieurs cas, selon l'ex- 
pression de la martingale (M s ) s >o precedemment donnee ; ces cas correspondent 
a la distinction effectuee dans l'enonce du theoreme 2. 



Cas ou 7 > a m pour tout m et 7 > 

Sous W( S >fl 0j o), {Z s = L s — X 8 ) S >Q est un mouvement brownien. La densite de 
la loi de {Z u )q< u < s sous w|^'^' 7 ' ) , par rapport a celle d'un mouvement brown- 
ien sur [0, s], est done egale a M s = exp(7Z s — sj 2 /2). 

(Z s ) s >q est alors un mouvement brownien avec drift 7 sous W^'^' 7 -', et on 

retrouve (X s ) s >o a partir de (Z s ) s >o grace a l'expression : X s = sup Z u — 

\ue[o,s] J 

Zs- 

Autrement dit, (X s ) s > est la valeur absolue d'un processus bang-bang de 
parametre 7. 

Par ailleurs, N s n'intervient pas dans l'expression de M s , done le processus 
(iV s ) s > , conditionne a (X s ) s > , est obtenu de la meme maniere sous w|^ > '^' 7 ' ) 
que sous W( S M .o) : on choisit (N s ) se j pour chaque intervalle / d'excursion de 
(X s ) s >q, independamment et avec la loi fi. 



Cas ou a m = max(a) = a ssi m G J ( J C E et J 7^ 0), a > 7 et a > 

Avant de traiter ce deuxieme cas en general, nous allons tout d'abord supposer 
J = {m} pour un m dans E, et 7 = 0. 
On a alors : 

M s = e- s&2 ' 2 (e- &x ° + —smh(aX s )l N - m ) 

\ Mm / 

pour tout s > 0. 

Considerons a present un processus (Y t ,Rt)t>o sur defini de la maniere 
suivante : 
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- (Y t )t>o est la valeur absolue d'un mouvement brownien avec drift a. 



- Soit X Pensemble des intervalles d'excursion de (Y t ) t >o- Rt est alors defini 
comme etant constant sur chaque intervalle I £ 2 (R t = Ri pour f e /), avec 
Ri = m p.s. si / est l'unique intervalle d'excursion non borne de (Y t )t>o, et avec 
les autres (Ri)i e x independants et de loi /i. 

Montrons alors que w|^^y ^ est la loi du processus (Y tl Rt)t>a- 

Pour cela, observons que la loi de (Y s , R s ) s <t, conditionnellement a (Y t ,R t ) — 
(x,k) £ E, est egale a la loi de (X s , N s ) s < t sous w|g'^'°\ conditionnellement 
k{X t ,N t ) = {x,k). 

Ces deux lois conditionnelles sont en effet egales a la loi du processus (Z s , S s ) s <t 
defini de la maniere suivante : 

- (Z s ) s < t est la valeur absolue d'un pont brownien de vers x. 

- {S s ) s <t est constant sur les intervalles d'excursions de (Z s ) s < t ; si on note 
2 Pensemble de ces intervalles, et S s = Si pour s £ I et I £ 2, alors les vari- 
ables (Si)i e x sont independantes et de loi /z, sauf pour l'intervalle I de la forme 
[a, t] (a £ [0, t]), pour lequel on a Si = k p.s. 

L'egalite des lois conditionnelles precedentes (assez simple a demontrer), en- 
traine que si pour tout t, la loi de (Y t ,R t ) est egale a celle de (X t ,N t ) sous 
w|^ > '^'°' ) , alors le processus (Y t ,Rt)t>o a pour loi comme annonce. 

Effectuons done le calcul de la loi de (Y t ,R t ) : 

P(Y t £ dy,R t =k) = E[l Yt edyP(Rt = k\(Y s ) sen+ )] 

= E[ly tSt i y (lfc =m lv s >t,y 3 >o + Mfel3«>t,r s =o)] 
= P(Y t £ dy)(l k=m P(Vs >t,Y s > 0\Y t = y) + fi k P{3s >t,Y s = 0\Y t = y)) 

Rappelons que Y t = \B^\ ou (Bj. a ^) t >o est un mouvement brownien avec drift 
a. On a done : 

P(3s>t,Y s =0\Y t = y) 
= P(3s > t,B& = 0|B t (a) = y)P{B\ &) = y\\B^\ = y) 
+P(3s > t,B& = 0|B t (a) = -y)P{B\ &) = -y\\B { t &) \ = y) 



ct 



■ e &y + e -&y ■ e &y + e -&y cosh(ay) 

p { y s >t,Y s >o\Y t = y) = i-^^ = ^l 

cosn(ay) cosh(ay) 

On en deduit : 

P(Y t £ dy,R t = k) = P(Y t £ dy) ( l fc=ro sln M a ^ + ^ e J_ \ 

\ cosh(ay) cosh(ay) / 



17 



= W^o.oPQ € dy) cosh(ay)e-* a2 / 2 (l k=m ^0- + Mfc 6 J_ ) 
K ' \ cosh(ay) cosh(ay) J 

= e- ta2 / 2 W (E ^ k) (X t e dy,N t = k) (e~^ + — S mh{ay)\ k =^\ 

\ Mm / 

L'egalite des lois est done demontree. 

Ainsi, nous avons traite le cas particulier ou J = {m} (to € E) et 7 = 0. 

On remarque que si E = {—1,1}, \i\ = = 1/2 et m = 1, le processus 
(X t N t )t>o, qui est un mouvement brownien sous W( B l([tl o,o)) es t un mouvement 
brownien avec drift a sous W^^y°\ 

Cela se verifie aussi bien avec la martingale (M s ) s >o qu'avec la description du 
processus {Rt,Y t )t>o que nous avons donnee ensuite. 



A present, traitons le cas, plus general, ou J = {m} mais ou 7 n'est plus 
necessairement nul. 



Dans ces conditions : 

M s = exp(jL s - so? 12) ( e~ £ v 



Oi — 7 

— sinh(aX s )lAr 



D'apres le cas particulier precedent, la loi sous '^ u> du temps local Loo 
de (X t , N t ) t >o est la meme que celle du temps local d'un mouvement brownien 
avec drift a : est une variable exponentielle de parametre a. 

On en deduit l'existence de la mesure de probability v, donnee par : 

Ot - 7 / T N W (oO.Q,0) 

1/= — — exp(7i 00 ).W ( ^ ^' 
(et sous laquelle L x est une variable exponentielle de parametre a — 7) . 

Montrons que est exactement la mesure W^'^' 7 -' que nous etudions, celle-ci 
etant done absolument continue par rapport a w|^^'°' ) . 

Pour prouver ce resultat, fixons s > et T s <G T s . On a : 



,0) 



a — 7 



w (°o,a,0) 

vv (£» 



a — 7 
a 



lr s e 7is Wj~;; ) ' 0) [e 7 ( L ~- z '^|^] 



= W 



(E, 11, 0,0) 



a — 7 
a 



On observe alors les faits suivants (valables sous w|g'^'°' ) ) 
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- Conditionnellement a T s et au fait que X t ne s'annule pour aucun t > s, 
Lea — L s est nul. 

- Conditionnellement a T s et au fait que X t s'annule pour au moins un t > s, 
Loo — L s est une variable exponentielle de parametre a. 



Calculons maintenant la probability de chacun de ces deux cas, conditionnelle- 
ment a T s . 

Pour cela, posons T = inf {t > s,X t — 0} et A e T s (T est un temps d'arret). 
Pour t > s, on a : 

W (~.a.0) [T < tiA] = W (£A0 , 0) [Mf^°).l T <,l,] 

puisque {T < t} et A sont Tt -mesurables. 

De plus, {T < t} et A sont egalement J^r^-mesurables, done d'apres le theoreme 
d'arret : 

= W (W0) [M^ h T < t lA} 
Par convergence monotone : 

wg;; 0) [T < oo, A] = W {E ^ a) [M^ afi) l T<00 l A ] 

= W ( ^,o,o)[M^ Q ' 0) l A ] 
puisque T < oo p.s. sous W( £ ^ .o)- 

On a done : 

W<~£ 0) [T < oo, A] = W (£ , M ,o > o)[lAW (£ , M ,o >0 )[Mf M) \f s }} 



n W (£ , M , , 0) [M^ a -"^] 
I4 tt; ^ 



M, 



(E,n,a,0) 



w (oo,a,0) 



1,1 



W(E,»,oMe- (T - S)a2/2 \Fs} 



e- &x ° + smh(aX a )l Na 



Or, conditionnellement a T s , T — s est le temps d'atteinte de zero d'un mouve- 
ment brownien issu de X s et independant de X s . On en deduit : 

W (B; , i0 ,o)[e- (T - s)a2/2 |^]=e-^ 

ct 



W^ 0) [r<oo,4]=W< OOAO) 



,-ax. 



l e -ax 3 + J^sinh(aX a )ljv, =rn 

Mm v _ 
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autrement dit 



wj~:-' 0) pr<oo|^; 



(E,») L - SJ " e-^ + £ sinh(5X s )l,v s=r , 
Ceci permet d'ecrire : 



compte tenu des lois conditionnelles de — L s precedemment donnees. 



II en resulte : 

v(T a ) = W^^o.o) 

= W ( ^, , )[lr s Mi B >^)] 
On a done l'egalite cherchee : 

Nous venons done de traiter le cas ou J est un singleton. 



lr s e^- sa I 2 



e -oX, + ^J sinll(5ls)1 



Le cas general est alors facile a etudier ; en effet la loi de (X t ,N t ) t > , dans le cas 
general, est une moyenne des lois precedemment donnees, avec une ponderation 
^ m flk pour chaque m € J. 

ke.J 

Autrement dit, le processus canonique sous w|^ , '^' 7 ' ) se decrit de la meme 
maniere qu'avant, sauf que sa derniere excursion se situe sur une branche quel- 
conque appartenant a J, choisie aletoirement a l'aide de la mesure jj,. 



Cas ou 7 < et ct m < pour tout m G E 



Dans ce cas, on a : 

M s = ei L >{l + 6 Ns X s ) 
ou les (9k)k&E, positifs, dependant de a, sont tels que : 

k£E 

Nous allons tout d'abord supposer que 6k — — si k — m, m etant un element 
de E, et 9k = si k m. 



On a, dans ces conditions : 

V Mm 

Considerons alors des reels positifs I et s, une variable aleatoire J-" ri -mesurable 
bornee Y (r; etant l'inverse du temps local de (X t )t>o pris en I), et une fonction 
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F mesurable bornee de C([0, s],Re) vers R. 

On a alors, lorsque t > (en utilisant le theoreme d'arret pour la deuxieme 
egalite) : 

W (B,S' 7) [ln<tYF{{X Tl+u , N Tl+u ) < u < s )} 



W (S,m,0,0) 



M%r^n<tYF((X n+u, N n+U ) < u < s ) 
M^' a '^F((X Tl+u ,N Tl+u ) < u < s )l Tl < t Y 



e 7i W (i3iMi0!0) 



= W (B ^ i0 ,o) 

La convergence monotone entraine alors (compte tenu du fait que 77 < oo p.s. 
sous W (E)At)0 ,o)) : 

0<«<s)] 

e7 (L Tl+3 -L T() A + i„ J) F((X r!+ „, N n+U ) < U < S )Y 

V Mm / 

D'apres la propriete de Markov de l'araignee, (X,- i+tl , A r Ti+u )o<«< s est indepen- 
dant de T Tl sous W(e, jU ,o,o) et a la meme loi que (X M , iV M )o<M<s- 

On en deduit facilement : 

= e 7 'W<~£ 7) [F(X U , iV M ) <„< s ] w (BiM , 0>0) [y] 

En particulier, pour F et Y egaux a 1, on obtient : 

wj~^[L oo >/]=exp( 7 
On a done les caracteristiques suivantes : 

- Loo est une variable exponentielle de parametre |7|. 

- Conditionnellement a Loo > I, (X s , N s )q< s < Ti est une araignee brownienne 
arretee en 77, et (X Tl+s , N Tl+s ) s >o admet pour loi w|^'^' 7 ' ) ; de plus, ces deux 
processus sont independants. 

On deduit de ce qui precede que conditionnellement a Loo = I, (X s , N s )q< s < Ti 
est encore une araignee arretee en 77, et (X Tl+s , N n+S ) s > est un processus de 
loi W/^2' 7 \ conditionne par le fait qu'il ne s'annule qu'au temps zero ; les deux 
processus etant encore independants. 

Pour decrire le deuxieme processus, considerons s > 0, T s G T s , I > et 
t > s. On a : 

wj~^>[T a ,7,<t]=W ( ^ 
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w (f ^ , 0) K J 



d'ou 



; lr s lr,< t ] 
et done : 

W^^.Loo < /] = W (B ,,, , 0) [(Mf^) -M^r^)lr.] 



w 



(£>,0,0) 



1 H X s lAT s=m 



e> 1 1 lL s <;lr s 



= W (£,m,0,0)[^s < ^W(£; i([ti o ; o) 

Comme wg;^ ) ' 7) [L 00 < 1} = 1 - e<\ on a : 



|7| 



lr. ( ( 1 + ^X s l Ns=m ) - e T' ) |L S < Z 



wSS' 7) [r.|L 00 <q 



W (£,p,0,0)[-ks < 

l-eT ; 



W 



(E,M,0,0) 



lr, ( e' Ls ( 1 + — X s l 



h\ 



N s =m — e 



=7i 



W( g , M ,o,o)[L. < i] - 
1 _ e7 i u 



Mr, 



o7i 



ou W(7) designe la loi de (X s , N s ) s > conditionnee par le fait que L s < 



Quand I tend vers zero, w ( E -^°^ Ls<1 ^ tend vers ^ ^/^- 



D'autre part, si I et L s tendent vers zero a (X S ,N S ) fixe, e lLs ( 1 + -™-X s ljv s 



tend vers ^X s l 



s- L A r s =m- 



Ceci permet de demontrer : 



w;~;; ) ' 7) [r s |L co = o] = w(o) 



Lrv 



7TS /U m 



f-N s =m 



oil W(0) est la loi d'une araignee sur [0, s], conditionnee par sa non-annulation 
en dehors du temps 0; on remarque que sous W(0), (X u ) u < s est un meandre 
brownien. 

On en deduit alors que sous w|^'^' 7 ' ) , et conditionnellement au fait que X s > 
pour tout s > 0, (X s ) s >o est un processus de Bessel de dimension 3, et N s = m, 
pour tout s. 

On a done la description de (X t , N t )t>o dans le cas ou un seul des 9k precedem- 
ment donnes est nul. 



Le cas general est simple a etudier a present ; en effet, il suffit de faire une 
moyenne ponderee des mesures precedemment decrites pour chacun des m € E 
(avec la ponderation ^J^™ ). 
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Cas ou 7 = et a m < pour tout m e E 

Ce cas est le plus simple de tous : W^^j' ^ est exactement la loi d'une araignee 
brownienne, puisque Ms E '^' a '°^ est constante et egale a 1. 



Nous avons maintenant etudie tous les cas possibles pour 7 et a, et il est facile 
de verifier que cette etude entraine le theoreme 2. 

De plus, si 7 < et a m < pour tout m, on a (pour tout m £ E et avec 
les notations du theoreme 2) : 

P(M = m) = ^-W 

keJ 

si J = {m e a m = 0} est non vide, et 



P(M = m) = ' ' ' : 



si J = 0. 

Par ailleurs, on peut observer que (X s , N s ) s > s'annule pour des valeurs ar- 
bitrairement grandes de s ssi 7 > et 7 > a m pour tout m. 



Remarque 1 : Le theoreme 2, que nous venons de prouver, indique differents 
comportements possibles pour le processus limite obtenu, selon les valeurs des 
reels a m (m g £) et 7. 

Cette distinction de cas generalise celle que Ton obtient a partir des resultats 
demontres dans [8]. 

Par ailleurs, on observe que la distinction de cas donnee dans [8] est etroite- 
ment liee a celle que Y. Harriya et M. Yor obtiennent dans [4] ; ce lien peut 
vraisemblablement etre explique en comparant le comportement des quantites 
J enp(2X s )ds et exp(25' t ), (X s ) s >o etant un mouvement brownien et St son 
maximum sur [0,t]. 

On peut alors se demander s'il est possible de mettre en evidence des liens 
analogues entre des penalisations d'araignees browniennes. 

Remarque 2 : Soit v une mesure de probability definie sur C(R+,Re), dont 
la densite par rapport a W(b,^,o,o)i conditionnellement a T s (s > 0), existe et 
s'ecrit sous la forme : 

g(s,X s ,N s ) - cxp(- s p 2 /2)f Ns (X s ) 
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avec f m E C 2 (R+) pour tout m € E, / m (0) ne dependant pas de m (ce qui 
permet de poser /o(0) = / m (0)), et (3 > 0. 

g(s, X s , N s ) est une martingale sous W( S ^ .o)- 

L'etude du generateur infinitesimal de l'araignee permet alors de montrer les 
faits suivants : 

- Pour tous x € R+, s > et m e E, ||(s,a;,m) + \^{s,x,m) = 0. 

- Pour tout s > 0, £ // m §£ (a, 0, m) = 0. 
La premiere egalite donne : 

-^e-^f m ( X ) + 1 -e-^ 2 ax) = 

SOit/^(x)=/3 2 / m (x). 

On en deduit qu'il existe 5 m et X m € R tels que : 

/ m (x) = S m exp(-0x) + A m smh((3x) 

pour tout x > 0. 

De plus, comme g(s, X s , N a ) est une densite, son esperance sous W( SjM ) 
est 1. En particulier, pour s = 0, on obtient ^(0,0,0) = 1, done /o(0) = 1, ce 
qui implique / TO (0) = 1 et S m = 1. 

Par ailleurs, f m {%) > pour tout a; > 0, done A m > 0. 

La deuxieme egalite a verifier implique alors : ^mfrni®) = 0) s °it X) ^(l - 

m£E m£E 

A m ) = et J2 fJ-m^m = 1- 

On en deduit que ^ est une moyenne ponderee des mesures W^'^' -' obtenues 
en prenant successivement, pour chaque m, a m — (3 > a>k (pour tout k ^ m), 
la ponderation etant /U m A m . 

Les processus obtenus sont en fait des generalisations du mouvement brown- 
ien avec drift. 
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